勾股數與無窮遞降法
在直角三角形中，如果兩條直角邊的邊長為x和 y，斜邊的邊長為z，則
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這就是有名的勾股定理，如果要求直角三角形的三邊的長都是整數，實質上便是勾股方程的整數解問題。滿足到勾股方程的正整數 
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稱為基本勾股數組（或勾股方程的本原解）。例如
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這就是說，只要我們求出了勾股方程的所有本原解，就即是解決了勾股方程。因此我們研究勾股方程時通常都只會考慮它的本原解。關於勾股方程的本原解有下面兩個主要的定理。

定理一 : 若
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是勾股方程的本原解，則x和y不能同是奇數，也不能同是偶數。

證明 : x和y不能同是偶數是顯然的，因為若它們同是偶數，則z也必然是偶數，那麼x, y和 z至少有公約數2，與
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矛盾。以下證明x和y不能同是奇數。

首先注意到奇平方數被4除餘1，而偶平方數必是4的倍數。

所以若x和y同是奇數（此時z應為偶數），則
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證畢

註 : 由定理一可知z必定是一個奇數。

定理二 : 勾股方程的本原解
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其中
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證明 : 由於x是偶數，y和z是奇數，則
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這樣再從勾股方程可得
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由於y和z為奇數，所以m和n必定一奇一偶。

反之，若
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以下證明
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證畢

至此，我們知道凡是符合條件的一組m, n，就必能得到一組基本勾股數。反之對於任何一組基本勾股數
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關於勾股數的性質還有很多，不過這裏就不作討論了，以下舉例說明上述定理的一些應用。

例一 : 設直角三角形三邊的邊長均為正整數，證明其面積不可能是平方數。

證明 : 不失一般性，我們只需考慮基本勾股數組。設直角三角形三邊的邊長分別為
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其中a, b是正整數、
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，亦即是說a, b, u是某個直角三角形三邊的邊長，而該三角形之面積
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是一個平方數。

這樣我們從一個滿足到題設的直角三角形出發，得到另一個更加小且同樣滿足題設的直角三角形，用同樣的方法可以無窮地遞降下去，矛盾。所以滿足到題設的直角三角形不存在。

證畢

上例所用的方法叫做無窮遞降法，其思路如下 : 

先假定方程存在一組正整數解，從這組解出發，設法找出另一組更小的正整數解，如此無窮遞降下去必然產生矛盾，從而知道一開始所假定的正整數解不存在。

為了更清楚無窮遞降法的運用，我們再看一例。

例二 : 求證 : 方程
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證明 : 假設方程有正整數解(x, y, z)，那麼在方程的所有解中，必有一組解
[image: image79.wmf])

,

,

(

0

0

0

z

y

x

使z的值最小。

首先我們證明
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其中m, n是正整數、
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其中
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亦即是說
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證畢

從上例可知，方程
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沒有正整數解）。從平凡的概念出發能夠證明出不平凡的定理，這正是數學的迷人之處。其實只要我們能活用所學、多加觀察，就可以得到很多意想不到的發現。
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