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IMO數論練習題連解答 

 
 

第一題﹕ 
 
設 a是整數，n和 r是大於 1的整數，p是奇質數，並且 ( , 1) 1n p − = 。 
試求以下同餘方程的不同的解的數目﹕ 

1 2 (mod )n n n
rx x x a p+ + + ≡ 。 

請注意上述方程的解 1 2( , , , )rx x x 和 1 2( , , , )rx x x′ ′ ′ 當且僅當 

(mod ), 1, 2, ,j jx x p j r′≡ =  

時，才認為兩個解是相同的。 

 
 

解答﹕ 
 
先證明一個引理﹕ 
對任何的整數 y，存在（同餘意義下）唯一的 x使 (mod )nx y p≡ ，這裏 n, p為
題目所給定的。 
 
若 0 (mod )y p≡ ，則 0 (mod )x p≡ 顯然是唯一解。 
若 0 (mod )y p≡/ ，則 ( , ) 1y p = ，由費馬小定理（Fermat Little Theorem）可知 

1 1 (mod )py p− ≡ 。 
利用條件 ( , 1) 1n p − = 及斐蜀定理可知﹕存在 ,u v∈ 使得 ( 1) 1nu p v− − = ，於是 

( 1) 1 1( ) ( ) (mod )u n p v p vy y y y y p− + −≡ ≡ ⋅ ≡ 。 
故可以取 (mod )ux y p≡ ，這樣便有 (mod )nx y p≡ 。由於對任何的整數 y我們都
找到合適的 x，所以 x必定是唯一的。 
 
利用上述引理，可知方程 1 2 (mod )n n n

rx x x a p+ + + ≡ 的解共有 1rp − 組。（事實上，

1 2 1, , ,n n n
rx x x − 可取 0, 1, 2, , 1p −  中任意數，而 rx 由此及 a唯一確定） 

 
 

第二題﹕ 
 
考察不定方程 2 2x y n− = 。約定將這方程的不同的正整數解的數目記為 ( )f n ，試
對所有的正整數 n，求 ( )f n 。 
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解答 
 
當 n 為奇數時，由 ( )( )x y x y n− + = ，而 x y− 與 x y+ 具有相同的奇偶性，且

0 x y x y< − < + ，可知所求的數目是
( )
2

d n 
  
。這裏 ( )d n 表示正整數 n 的正因數

之個數，[ ]t 表示不大於 t的最大整數。 
 
當 n為偶數時，由 ( )( )x y x y n− + = 及 x y− 與 x y+ 奇偶性相同可知 x y+ 和 x y−

都是偶數。若4 | n/ 則 ( ) 0f n = ﹔若 4 | n，所求數目為 1 ( )
2 4

nd 
  
。 

 
 

第三題﹕ 
 
設 a和 b是正整數，p是奇質數， 1p a b> > > 。試求最大的整數 c，使得對所有
滿足上述條件的 a, b和 p都有 

c ap a
p

bp b
   

−   
   

， 

這裏，我們記 
( 1) ( 1)

!
n n n n k
k k
  − − +

= 
 

。 

 
 

解答﹕ 
 

取 5p = 、 3a = 、 2b = 可知
15 3

5
10 2

c    
−   

   
，即5 | 3000c ，故 3c ≤ 。 

以下證明﹕對任意滿足條件的 p, a, b，均有 3 ap a
p

bp b
   

−   
   

。 

 

利用
( 1) ( 1)

!
n n n n k
k k
  − − +

= 
 

，我們有 
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( )

( )

( )

1

1

0
1

1

0

1 ( ) 1

1 2 ( 1)

( )( )
( )!

( )( )

1

( 1)

2 ( 1)

( 1)
! ( )( )

( )

( )

a

k a b
b

k
a

k a b
b

k

ap ap a bap
bp bp

a a a b

p

kp kp kp p

kp kpb

f kpa
b

k

f p

p

k

p

−

= −
−

=

−

= −
−

=

 
= 

 

− − +
= ×

 
=

− − +

+ + + −

+ + + −

× 
 

∏

∏

∏

∏

 

這裏 ( ) ( 1)( 2) ( 1)f x x x x p= + + + − 。 
 
於是 

1 1

0
1

0

( ) ( )

( )

a b

k a b k
b

k

f kp f kpap a a
bp b b f kp

− −

= − =
−

=

−
     

− = ×     
     

∏ ∏

∏
。 

留意到 ( ) ( 1)! 0 (mod )f kp p p≡ − ≡/ ，故上式的分母不是 p的倍數。 
所以，接下來只需證明 3p 整除分子，即證明 

1 1
3

0

( ) ( )
a b

k a b k

p f kp f kp
− −

= − =

−∏ ∏ 。 

 
為此，我們首先證明一個引理﹕ 3( ) ( 1)! (mod )f kp p p≡ − 。 

設 1 2 3
1 2 2( ) ( 1)( 2) ( 1) ( 1)!p p p

pf x x x x p x S x S x S x p− − −
−= + + + − = + + + + + − 。 

留意到，對於 1, 2, , 1x p= − ，都有 ( ) 0 (mod )f x p≡ 。考慮同餘式 
 1( ) 1 0 (mod )pf x x p−− + ≡    -----------------------   (1) 
利用費馬小定理（Fermat Little Theorem）可知 1, 2, , 1x p= − 都是(1)的解，另一
方面留意到(1)式左邊是一個 2p − 次多項式，可是我們卻找到了 1p − 個解，故這
個 2p − 次多項式的每一個係數都必定是 p的倍數。 

於是 1 2 2, , , pS S S − 全是 p的倍數。利用這個結果，再在 

1 2 3
1 2 2( ) ( 1)!p p p

pf x x S x S x S x p− − −
−= + + + + + −  

中取 x p= − ，得到 

1 2 3
1 2 2( ) ( 1)!p p p

pf p p S p S p S p p− − −
−− = − + − − + −  
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因為 ( ) ( 1)!f p p− = − ，故有 

1 2 3
1 2 2 0p p p

pp S p S p S p− − −
−− + − − = 。 

細心考慮這個式子，發現除了最後一項 2pS p− 之外，每一項都是
3p 的倍數，所以

2pS p− 也必定是
3p 的倍數（等價地說 2pS − 是

2p 的倍數，這是 Wolstenholme定理）。 

所以， 1 2 3
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)! ( 1)! (mod )p p

pf kp kp S kp S kp p p p− −
−= + + + + − ≡ − 。 

 
現在返回主要問題，我們作以上準備功夫是為了證明 

1 1
3

0

( ) ( )
a b

k a b k

p f kp f kp
− −

= − =

−∏ ∏ 。 

利用 3( ) ( 1)! (mod )f kp p p≡ − 這個結果， 

[ ] [ ]
1 1

1 1 3

0

( ) ( ) ( 1)! ( 1)! 0 (mod )
a b

b b

k a b k

f kp f kp p p p
− −

− −

= − =

− ≡ − − − ≡∏ ∏ 。 

從而完成了我們的證明，c的最大值是 3。 

 
 

第四題﹕ 
 
A是任意的有限正整數集，試證﹕存在一個有限正整數集 B，使得 A B⊆ 且 

2

x Bx B

x x
∈∈

=∑∏ 。 

 
 

解答﹕ 
 
設 1 2{ , , , }kA a a a= ，以下證明存在正整數 1 2, , , ( )k k na a a n k+ + > 滿足 

2 2 2
1 2 1 2n na a a a a a= + + + 。 

這裏 1 2, , , na a a 不一定互不相同。 
 

不妨假設 2 2 2
1 2 1 2k ka a a a a a> + + + ，因為若果這個不等式不成立的話我們可以

在 1 2, , , ka a a 之後加上足夠多個「2」使其成立。（每加一個「2」左邊大一倍而

右邊只加了 4） 
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記 2 2 2
1 2 1 2( )k km a a a a a a= − + + + （留意 m是正整數），我們在 1 2, , , ka a a 之後

加上 m個「1」，於是 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
  

(1 1 1) 1 1 1k k k
mm

a a a a a a m a a a× × × = + + + + = + + + + + + +
個個

 

所以正整數 1 2

 

, , , ,1,1, ,1k

m

a a a
個

滿足條件。 

 
故此，我們只需為原來的 k個數加入有限個「1」和「2」便可滿足條件，以下證
明可以將這有限個數透過有限步的操作使其兩兩不同（且包含原來的 k個數）。 
 

假設正整數 1 2 nb b b≤ ≤ ≤ 滿足 2 2 2
1 2 1 2n nb b b b b b= + + + ，將這個式子看成一個

關於 1b的二次方程 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) 0n nb b b b b b b b− + + + + = ，若 1b是根，則另一個

根是 1 2 3 1nb b b b b′ = − ，只要 2 3 1 2nb b b − > ，便有 1 nb b′ > ，所以 1b′與 2 3, , , nb b b 都

不相同，且正整數 2 3 1nb b b b′≤ ≤ ≤ < 亦滿足條件。 

 

所以，即使我們因為加入了有限個「1」和「2」而出現相同的數，也可以利用上

述的操作將其中一個重複出現的數變換成一個未出現過的數。透過有限次這樣的

操作，便可得到題目要求的集合 B。 

 
 

第五題﹕ 
 
已知不定方程 4 4 2x y z+ = 和不定方程 4 4 2x y z− = 都沒有使得 0xyz ≠ 的整數解。據
此求出不定方程 4 28 1y z+ = 的所有整數解（簡明扼要寫出求解過程）。完成上述
準備後，開始解決主要問題﹕求以下不定方程組的所有整數解 

2

2 2

1 8
1 2

x y
x z

 + =


+ =
。 

 
 

解答﹕ 
 

首先解方程 4 28 1y z+ = ，把它寫成 4 ( 1)( 1)
8

z zy + −
= 。留意到 1z + 和 1z − 同是偶

數，它們之中有且僅有一個是 4的倍數。所以 
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4 4

4 4

1 2 1 4
1 4 1 2

z a z b
z b z a

 + = + =
 

− = − = 
或  

其中 a, b是非負整數。 
 
相減有 4 42 1a b− = ± ，即 4 4 4 1a b b− = ± 。兩邊平方得 

4 4 2 8 4

4 4 2 8 4

4 4 2 2 4 4

( ) 2 1
( )
( ) ( )

a b b b
a b b a
a b b a

− = ± +

− = ±

− = ±

 

解這方程，得 ( , ) (0, ), (1, 0), (1, 1)a b k= （k是非負整數），於是
( , ) (0, 1)  ( 1, 3)y z = ± ± ±或 。 
 
現在開始解決主要問題。 

2

2 2

1 8
1 2

x y
x z

 + =


+ =
 

消去 x得到 

2 2 2

4 2 2

4 2 2

2 2 2 2 2

1 (8 1) 2
64 16 2 2

32 8 1
(4 ) (4 1)

y z
y y z

y y z
y y z

+ − =

− + =

− + =

+ − =

 

所以 2 2(4 1, 4 , )y y z− 為一基本勾股數組，於是 

2

2 2 2

4 2
4 1

y mn
y m n

 =


− = −
 

其中 m是偶數、n是奇數， ( , ) 1m n = 。從 24 2y mn= 可知 2 22 ,m u n v= = （u, v是
非負整數），於是 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 4

4 1 (2 ) ( )
(2 ) 8 1

u v u v
u v u

− = −

+ = +
 

∴ 0, 1 ( , ) (0, 1), (2, 1) 0, 1u m n y= ⇒ = ⇒ = ± 。 
所以， ( , , ) ( 1, 0, 1), (7, 1, 5)x y z = − ± ± ± 。 
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第六題﹕ 
 
求同時滿足以下條件的一切正整數組 ( , , , )a b c d ﹕ 
(a) 22 || aα （即 22 α整除 a，但 2 12 α+ 不整除 a），其中α是正整數﹔ 
(b) 4 | 1b + ，2 | d﹔ 
(c) dc 的 b進制表示恰由 a個數字 1組成，即 

 
(11 1)d

b
a

c =
位

。 

 
 

解答﹕ 
 
設 22a qα= ，其中 q是正奇數。於是 

22

1
1

1
1

a
d

q

bc
b
b

b

α

−
=

−

−
=

−

 

把
22 1qb
α

− 分解成
2 1 2 22 2( 1)( 1) ( 1)( 1)q q q qb b b b
α α− −

+ + + − ，我們有 

 
2 1 2 22 2 1( 1)( 1) ( 1)

1

q
d q q q bc b b b

b
α α− − −

= + + + ×
−

   ------------  (1) 

 

留意到 2 2 2( 1, 1) ( 1, 1) 2
k k k

x x x x± + − + = （ 1, 2, , 2 1k α= − ）。 

當 x是偶數時便有 2( 1, 1) 2
k

x x± + = ，於是 

2 2

2

( 1, 1) 2

( 1, 1) 2

m n

k

q q

q q

b b

b b

 + + =


− + =
   （ , ,k m n∈ ） 

 
將（1）式兩邊除以 22 α，得到 

 
2 1 2 22/ 2 2 21 1 1 1

2 2 2 12

d q q q qc b b b b
b

α α

α

− −       + + + −
= ×          −       

   -----  (2) 

這式左邊是平方數，而右邊是2 1α + 個兩兩互質的正整數之積，故右邊每項都是

平方數。特別地，
1

2

qb +
和

2 1
2

qb +
都是平方數。 
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2

2
2

1
2

1
2

q

q

b u

b v

 +
=


 +

=


 

其中 u, v是互質的正整數。由於 1 (mod 4)b ≡ − 且 q是奇數，故 u是偶數。 
不妨設 2u w= ，其中 w是正整數。於是 

2

2 2

1 8
1 2

q

q

b w
b v

 + =


+ =
 

這是第五題的不定方程組，利用第五題的解答，我們可以證明 7qb = 。 
所以 7b = 且 1q = 。代入（2）式， 

2 1 2 22/ 2 2 27 1 7 1 7 1
2 2 22

dc
α α

α

− −    + + + =              
 

留意到
47 1 1201
2
+

= 不是平方數，所以 2 12 4 1α α− < ⇒ = ，從而 400dc = 。 

 
所以， ( , , , ) (4, 7, 20, 2)a b c d = ，經驗算它確實滿足題目給定的條件。 

 
 

第七題﹕ 
 
給定大於 1的正整數 b和奇質數 p。已知 ||p b（即 p整除 b，但 2p 不整除 b）。
試求正整數 c，使得 pc 的 b進制表示僅由數字 1組成，即 

(11 1)p
bc = ， 

位數多少不限。 

 
 

解答﹕ 
 
顯然 1c = 滿足條件，以下證明沒有其它正整數 c適合條件。 
 
假設 1c > 滿足 
 21p kc b b b= + + + +    -------------------------  (1) 
其中 k是正整數。 
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對（1）式取模 p，得 1 (mod )c p≡ 。故可設 1c pq= + （q是正整數），於是 

2 2
1 2( 1) 1 ( ) ( ) ( ) 1 (mod )p p p p p p

pc pq C pq C pq C pq p= + = + + + + ≡  

 
再對（1）式取模 2p ， 

21 (mod )pc b p≡ + 。 
故 21 1 (mod )b p≡ + ， 20 (mod )b p≡ ，矛盾。 
 
從而 1c = 是唯一適合條件的正整數。 

 
 

第八題﹕ 
 
設 a是非負整數，p是奇質數，a p< ，試求以下同餘方程的解 ( , , )x y z 的數目﹕

2 2 2 (mod )x y z a p+ + ≡ 。 

 
 

解答﹕ 
 

答案是 ( )p p k+ ，其中
ak
p

 −
=  
 
是 Legendre符號。證明如下﹕ 

 

留意到同餘式 2 (mod )x s p≡ 的解的數目 2 (mod ) 1 sN x s p
p

  ≡ = +     
。於是 

1

1
2 2 2 2

0

1

0

1

0

1

0

11

1

(mod ) (mod ) (mod )

1 1

( )1

( )

1

p

s

p

s

p

s

p

s

p

s

N x y t p N x s p N y t s p

s t s
p p

s t s s t s
p p p

s t sp
p

tsp
p−

−

=

−

=

−

=

−

=

−−

=

     + ≡ = ≡ × ≡ −     

      −
= + × +      

      
      − −

= + + +      
      
 −

= +  
 
 −

= +  
 

=

∑

∑

∑

∑

∑

1

11

0

1 1p

s

tsp
p p−

−−

=

  − −
− +   
   

∑
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2 2

1( 1) |
(mod )

1 |

p p p t
p

N x y t p
p p t

p

  −
+ −  

   + ≡ =    − − /   

若

若

 

 
利用上述結果， 

2 2 2

1
2 2 2

0

1

1

(mod )

(mod ) (mod )

1 1( 1) 1 1

1 1( 1) 1

p

t

p

t

N x y z a p

N x y t p N z a t p

a a tp p p
p p p p

ap p p
p p p

−

=

−

=

 + + ≡ 

   = + ≡ × ≡ −   

              − − −
= + − × + + − × +              

              
        − −

= + − × + + −       
        

∑

∑

2

( 1) ap
p

ap p
p

    
× − −     

    
 −

= +  
 

 

所以 2 2 2 (mod ) ( )N x y z a p p p k + + ≡ = +  ，其中
ak
p

 −
=  
 
是 Legendre符號。 

 
 

第九題﹕ 
 
對怎樣的奇質數 p，存在整數 x和 y，使得 2 25p x y= + ，請證明你的結論。 

 
 

解﹕ 
 
假設有這樣的奇質數 p，取模 4得 2 2 (mod 4)p x y≡ + 。 
留意到任何平方數 2 0,1 (mod 4)k ≡ ，不難知道 1 (mod 4)p ≡ 。 
類似地，取模 5得 2 (mod 5)p y≡ ，於是 5p = 或 1 (mod 5)p ≡ ± 。 
所以，任何滿足條件的奇質數 p都必定是 5或形如20 1, 20 9t t+ + 的。 
 
顯然 2 25 5(1 ) 0p = = + 滿足條件，以下證明任何形如 20 1t + 或20 9t + 的質數都滿足
條件。 
 
若 p是形如20 1t + 或20 9t + 的質數，則存在整數 a使得 2 5 (mod )a p≡ − 。 
 



 第 11 頁，共 13 頁 

考慮集合 { | , , , 0 , }S n n ax y x y x y p= = + ∈ ≤ < 。 

留意到 ( )2
1S p p = + >  ，所以必有 ,m n S∈ 使得 (mod )m n p≡ 。 

設 1 1 2 2,m ax y n ax y= + = + ，則 

1 2 1 2( ) ( ) 0 (mod )a x x y y p− + − ≡  

取 1 2 1 2,u x x v y y= − = − （留意 ,u v p< ），則 

2 2 20 (mod ) ( ) 5 (mod )au v p v au u p+ ≡ ⇒ ≡ − ≡ −  

即 2 25 0 (mod )u v p+ ≡ ，另一方面我們知道 ( ) ( )2 22 25 5 6u v p p p+ < + = ，於

是可設 2 25u v pk+ = ，其中 k = 1, 2, …, 5。 
若 k = 1，則問題已解決。現在假設 k > 1，以下就 k的值分 4種情況討論﹕ 
 
1. 若 2 25 2u v p+ = ，則 u, v同是奇數（否則它們同是偶數，式中兩邊都是 4的
倍數，這是不可能的）。 
於是 2 22 5 6 (mod 8) 3 (mod 4)p u v p≡ + ≡ ⇒ ≡ ，矛盾。 

 
2. 若 2 25 3u v p+ = ，取模 4得 2 2 3 (mod 4)u v+ ≡ ，這是不可能的。 
 

3. 若 2 25 4u v p+ = ，則 u, v必定是偶數，兩邊除 4得 2 25( ) ( )
2 2
u v p+ = 。 

4. 若 2 25 5u v p+ = ，則 v是 5的倍數，兩邊除 5得 2 25( )
5
vu p+ = 。 

 
所以，存在整數 x, y滿足 2 25p x y= + 當且僅當 5p = 或 1, 9 (mod 20)p ≡ 。 

 
 

第十題﹕ 
 

設質數 3 (mod 4)p ≡ ，對於 , {0,1, , 1}i k p∈ − ，試構造 , {0,1}i kx ∈ 滿足以下條件﹕ 

(a) 
1

,
0

1 , 0,1, , 1
2

p

i k
k

px i p
−

=

+
= = −∑ ﹔ 

(b) 對於 , {0,1, , 1}i j p∈ − ， i j≠ 有
1

, ,
0

1
2

p

i k j k
k

px x
−

=

+
− =∑ 。 
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解答﹕ 
 
對任意的 , {0,1, , 1}i k p∈ − ，取 

2

, 2

1 (mod )
0 (mod )i k

y i k p
x

y i k p
 ≡ +

= 
≡ +

若 有解

若 無解
 

以下證明這樣的 ,i kx 滿足條件。 

 
它滿足（a）是顯然的，因為使同餘式 
 2 (mod )y s p≡    -----------------------------   (1) 

有解的正整數 s有 1
2

p +
個，其中

1
2

p −
個是模 p的二次剩餘，另外 0s = 亦使（1）

有解。 
 

以下證明 ,i kx 滿足（b）﹕ 

 
取 0 (mod )d j i p= − ≡/ ，若 s t= 和 s t d′ = + 同時使（1）有解或同時使（1）無解，
則我們稱整數 t為「好數」。 

留意到若 t是好數則必有 0, (mod )t d p≡ − 或 1t t d
p p

  +
=  

  
。 

因為 3 (mod 4)p ≡ ，故 d和 d− 有且僅有一個是模 p的二次剩餘，即是說「0」和
「 d− 」有且僅有一個是好數。 
 

接下來我們數算使 1t t d
p p

  +
=  

  
成立的整數 t（在同餘意義下）共有多少個。 

考慮和式 

1

1

11 1

0 1

11

1

1

1

1

p p

t t

p

t

t t d t t d
p p p p

t d
p

p

−

−

−− −

= =

−−

=

     + +
=      

     
 +

=  
 

 
= − 

 
= −

∑ ∑

∑  
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故使 1t t d
p p

  +
=  

  
成立的 t共有 2 31

2 2
p p− −  + =  

個。 

所以，在模 p的既約剩餘系中共有 3 11
2 2

p p− −
+ = 個好數。 

留意到 

, ,

, ,

i k j k

i k j k

x x i k
x x i k

= +
 ≠ +

若 是好數

若 不是好數
 

當 k取遍 0, 1, …, 1p − 時， , ,i k j kx x= 的情況出現了
1

2
p −
次，即是說 

1

, ,
0

1
2

p

i k j k
k

px x
−

=

+
− =∑ 。 

 

所以我們構造出來的 ,i kx 滿足題目的兩個條件。 


