拉格朗日定理

1962年巴赫留意到這樣的一件事情﹕

「任何正整數都可以寫為四個整數的平方和」

對較小的正整數進行檢驗發覺無一例外，可是卻找不到證明！

· 費馬說過可以用他的遞降法去證明，但有如他的大定理一樣，沒有人知道具體方法。

· 笛卡兒說這個問題太難，所以沒有動手去做。

· 歐拉在1743年證明了若a和b是四個平方數的和那麼ab也是，卻未能找到完整的證明。

拉格朗日是第一個給出完整證明的人（其後歐拉給出另一個簡單的證明），他的證明分為兩部﹕

1.
指出只需證明每個素數p都是四平方和（因為有歐拉的結果）。對於素數p，必定存在正整數
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使得kp是四平方和。

2.
若k = 1則問題已解決，否則可找到
[image: image2.wmf]kk

¢

<

具有相同的性質（遞降法！）。

證明﹕

首先證明歐拉的結果，若
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這個稱為歐拉恒等式。

現在設p是奇素數，考慮以下
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這些數中兩兩不同餘mod p。

同樣，集合
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中的數亦兩兩不同餘mod p。留意到
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，故必有
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使得
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其中
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若k = 1則問題已解決，現在證明若
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且kp是四平方和，則有
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使得
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亦是四平方和。

設
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留意到
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設
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，等式成立當且僅當
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矛盾，所以
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利用歐拉恒等式，得到
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由
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的選取可知右式最後三項都被
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整除，將整個式子除以
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若
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則問題亦解決，否則我們重施故技得到一串數列
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具有相同的性質。由於小於p的正整數只有有限個，最後必有
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是四平方和。

證畢

拉格朗日定理指出任何正整數都是四平方和，這裏「四」不能改作「三」，因為
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型的正整數不可能是三個平方數的和。
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