配極的基本性質及其應用

配極（Reciprocation）的定義：
在平面上取定一個以O為中心，r為半徑的圓。對於不同於O的任一點P，作一直線過l通過P的反演像
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且垂直於射線OP。
我們稱直線l為點P的極線（polar），點P為直線l的極點（pole）。
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配極的基本性質：
1. 若A在B的極線上，則B在A的極線上。

2. 若P在圓O之外，過P作圓O的兩條切線與圓O相切於M、N，則MN是P的極線。
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3. 若過圓O外一點P作一直線與圓O交於R、S，線段RS和P的極線相交於Q，則P、Q調和分割R、S（等價地可說R、S調和分割P、Q）。換句話說
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如果以RS為直徑的圓作為反演圓，則Q是P的反演像。

4. 假設A、B、C、D是反演圓上四點，AB和CD（或其延長線）交於P，AC和BD（或其延長線）交於Q，AD和BC（或其延長線）交於R，則P的極線為QR。同理R的極線為PQ，於是Q的極線為PR。
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性質的證明：
1. 設
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和
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分別為A和B（對於圓O）的反演像，於是有
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從而A、
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、B、
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四點共圓。所以
A在B的極線上
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B在A的極線上

[image: image14.wmf]O

A

A'

B

B'

   [image: image15.wmf]O

B

B'

A

A'

   [image: image16.wmf]O

A'

A

B

B'


[image: image17.wmf]O

A'

A

B=B'

   [image: image18.wmf]O

A=A'

B

B'


2. 設Q為OP和切點弦MN的交點，留意到
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定理可知
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，所以Q是P的反演像，MN是P的極線。
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這裏補充一點：若A, B是直線OP與圓O的兩個交點，則 (A, B, P, Q) 是調和四元組。反之若直徑AB上有兩點P, Q使得 (A, B, P, Q) 是調和四元組，則P、Q互為反演像。

3. 為了證明PQ調和分割RS，我們設
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為直線OP上的直徑，記
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交點為X（必要時視X為無窮遠點），
[image: image26.wmf]S

R

¢

和
[image: image27.wmf]S

R

¢

的交點為Y，以下證明XY是點P的極線。由於
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，所以Y是
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的垂心，而且
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設XY交RS於Q，交
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。以R為投影中心，把四元組
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投影到直線XY上，成為四元組Q
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XY。再以S為投影中心，可將四元組Q
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XY投影回到直線OP上成為四元組
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。在兩次投影過程中，四元組的交比（Cross ratio）保持不變，所以交比
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，這等價於
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的反演像，XY是點P的極線。

最後，留意到四元組PQRS是四元組
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的投影（投影中心為X），所以PQRS也是調和四元組，PQ調和分割RS。
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註：其實，
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是調和四元組這個事實可以利用塞瓦定理和梅涅勞斯定理加以證明，這亦是一個漂亮的證法。

4. 首先證明P的極線為QR。設直線QR交AB於E，交CD於F。透過兩次

的中心投影（參看性質3.的證明）可證明PE調和分割AB，由性質3.可知P的極線過E，同理P的極線過F，所以QR就是P的極線。

類似地可知PQ是R的極線，於是Q的極線過R（同理亦過P），PR是Q的極線。
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配極的應用：
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例一：四邊形ABCD外切於圓，切點為E、F、G、H。

求證：直線AC、BD、EG、FH共點。

解：若EF // HG且HE // GF，則EFGH是距形，結論

顯然成立。不妨假設EF與HG相交。
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設EG和FH交於X，以下證明BD過X。

記P為EF和HG的交點，則P（對於已知圓）
的極線過X。（配極性質4.）

另一方面，B的極線EF過P，所以P的極線過B。

同理，P的極線過D。

由於P的極線同時過B、X、D三點，

故B、X、D三點共線。（同理A、X、C共線）
例二：(CMO 1996第一題) 設H是銳角
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的垂心，由A向以BC為直徑的圓作切線AP、AQ，切點分別為P、Q。求證：P、H、Q三點共線。

解：首先留意到點A對於已知圓的極線是PQ。（配極性質2.）

設AB、AC分別與圓交於X、Y，顯然BY和CX交於
[image: image48.wmf]ABC

D

的垂心H，於是A的極線過H。（配極性質4.）

所以P、H、Q三點共線。
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例三：(CMO 1997第四題) 四邊形ABCD內接於圓，其邊AB與DC的延長線交於點P，AD與BC的延長線交於點Q，由Q作圓的兩條切線QE和QF，切點分別為E、F。

求證：P、E、F三點共線。

解：由配極的性質2.知道點Q對於已知圓的極線是EF。另一方面由性質4.可知Q的極線過P，從而P、E、F三點共線。
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