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證明內心的技巧

今天收到一道出自Mathematical Excalibur的幾何問題，那個問題是這樣的：
問題：兩個分別以
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為圓心的圓
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相交於A, B兩點，連
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於點E，連
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於點F。過點B作一直線平行於EF交圓
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於M, N。證明
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面對這個問題，一個很自然的想法就是設法證明AF = MB（於是同理可知AE = NB，從而解決了問題）。為了證明這個猜想，只需證明
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，這等價於
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另一方面我們留意到
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。從而問題轉化為去證明點B在
[image: image14.wmf]AFE
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的內角平分線上，同理B在
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的內角平分線上，即是說B是
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的內心（incenter）。
由以上的分析可知，一個可行的方案是：「證明B是
[image: image17.wmf]AEF
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的內心」！（注意這與M, N兩點無關，故我們可以將其從圖中刪去，簡化成下圖。）
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證明B是內心的方法當然不止一種，假若B真是內心的話那麼
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於是A,
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, F, E四點共圓（由對稱性可知
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亦在這個圓上）。
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反過來說，證明A,
[image: image23.wmf]1

O

, F, E四點共圓等於解釋了為何B會是
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的內心（同學不妨一試）。不過，筆者在這裏想介紹另一種證明內心的技巧。這是利用軌跡概念去決定內心的一種方法，掌握這方法之後，關於證明垂心（orthocenter）的問題亦可用類似的手法去處理。

這方法的關鍵在於以下的一個引理。

引理：若點P是三角形XYZ內一點，它是這個三角形的內心當且僅當它滿足

1. 點P在角X的內角平分線上﹔

2. 
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三角形的內心滿足1.和2.是顯然的，但為何滿足1.和2.就必定是內心呢？原來這可以用軌跡概念來理解：滿足條件1.的點所成的軌跡是三角形內部的一條線段，而滿足條件2.的點組成一條圓弧。兩個軌跡的交點顯然是唯一的，所以同時滿足1.和2.的點必定是三角形的內心。

現在回到剛才的問題上，記
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。同理
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，所以
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，即B在
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的角平分線上（滿足引理的條件1.）。至於條件2.，留意到
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，易知條件2.亦成立，故點B是三角形AEF的內心。
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順帶一提，筆者首次接觸到這種技巧是在1999年全國中學生數學冬令營中的一道幾何題。那是一個證明垂心的問題，筆者當時並未掌握這種技巧，故花了很大的努力才找出一個不算漂亮的證明。筆者現在將這個問題作為這篇文章的結尾，讓有興趣的同學來試試自己的能力。
問題：（取自1999年全國中學生數學冬令營）

在銳角三角形ABC中，
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，點D是邊BC上一點，使得
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是鈍角，H是三角形ABD的垂心，點F在三角形ABC內部且在三角形ABD的外接圓上。求證點F是三角形ABC垂心的充分必要條件是︰HD平行於CF且H在三角形ABC的外接圓上。（提示：在銳角三角形ABC內的一個點P是垂心的充分必要條件是
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