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幾種常見的計數模型幾種常見的計數模型幾種常見的計數模型幾種常見的計數模型              Carto 

 

排列和組合是兩種最常見也是最基本的計數模型，其內容是大家

所熟知的。 

排列就是從 n 個不同元素㆗取出 r 個（1 r n≤ ≤ ）來排成㆒列，要

求其不同排法的數目。在這裏，元素和元素之間存在次序，即是說，

即使所取的 r 個元素相同，但在排成㆒列時的次序不完全相同，也算

作是不同的排法。在 nr < 時，叫做選排列，簡稱排列；在 nr = 時，叫

做全排列。選排列數目為 
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全排列數目為 
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其㆗ !n 是㆒個符號，讀做「n 的階乘」。 

組合則是考慮由 n 做不同元素㆗取出 r 個來的不同取法數目，在

所取出的 r 個元素之間是不存在次序問題的，因此組合數的計算公式

為 
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除了排列模型和組合模型之外，我們還經常會碰到㆒些其他的計

數模型。有些問題，固然也能利用排列組合模型並結合乘法和加法原

理以解決，但如果採用其他㆒些計數模型，便可以起到簡化計算的作
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用，而且這些計數模型本身的原理也很簡單，學會並掌握它們，確實

很有好處。以㆘就是㆒些常見的計數模型。 

重複組合︰自 n 種不同的元素㆗（每種至少有 r 個），任取 r 個元素（可

以重複選取），其組合數目為 
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現在我們將分兩步來證明此公式。 

1. 首先研究有多少種方法將 r 個相同的球分放進 n 個不同的盒子裏，

其㆗允許出現空盒。 

設各個盒依次分得 nxxx ,,, 21 個球（ 1 2 nx x x r+ + + = ），將其表示為 

個個個 nxxx

ΟΟ++ΟΟ+ΟΟ
21

 

r 個「Ο」和 1−n 個「+」排成㆒列，每㆒種排法對應㆒種分法，

故 r 個相同的球分進 n 個不同的盒子裏，分法有 1−+rn
rC 種（因為要

從 1−+ rn 個空位㆗選出 r 個來放㆖「Ο」，這是組合模型）。 

借助分球入盒的問題，我們知道方程 rxxx n =+++ 21 共有 1−+rn
rC

組非負整數解，這個結果亦是㆒種常用的計數模型。 

2. 接㆘來考慮重複組合，設有 n 種不同的物件 naaa ,,, 21 （每種至少

有 r 個），我們要從㆗任意選取 r 個（可以重複），不妨假定我們選

了 1x 個 1a 、 2x 個 2a …… nx 個 na ，這樣便有 rxxx n =+++ 21 ，而

方程的每㆒組解對應㆒種取法，故共有 1−+rn
rC 種取法。 
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除了以㆖所提到的計數模型外，還有㆒種常見的模型，那就是「不盡

相異元素的排列問題」。為了清楚表達的原故，我們先考慮最簡單的情

況︰設想有 m 個白球和 n 個黑球，若將它們排成㆒列，問共有多少種

排法？這個問題表面㆖是關於排列的方法，但其實屬於組合模型，那

是因為我們要從 nm + 個空位㆗選出 m 個位來放白球（或選出 n 個位

來放黑球），故排列方法共有 nm
mC + （或 nm

nC + ）種。 

 

現在嘗試將結論㆒般化，假設我們有 k 種顏色的球，分別有 knnn ,,, 21

個，球的總數為 m，問排列的方法又有多少種？我們可以這樣想︰先

從 m 個空位㆗選出 1n 個位來放第㆒種顏色的球，方法有 m
nC

1
種，再從餘

㆘的 1nm − 個空位㆗選出 2n 個來放第㆓種顏色的球，方法有 1

2

nm
nC − 種，

如此類推，排列的方法共有 
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看過了基本的計數模型後，就要靈活㆞將實際問題對號入坐，換句話

說就是要首先要判斷問題屬於那種計數模型，然後再套用現成的公

式。當遇到㆒些比較複雜的問題時，甚至可能需要交互使用幾種計數

模型來解題。 
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例㆒︰將 7)( cba ++ 展開並簡化後，共有多少個相異項？ 

解︰每㆒項對應於㆒種「自 3 種物件㆗任取 7 個之組合」（重複組合模

型！），故相異項共有 369
2

9
7

3
7 === CCH 項。 

 

例㆓︰方程 1001021 =+++ xxx 共有多少組正整數解？ 

解法㆒︰設想有 100 個相同的球排成㆒行，球與球之間共有 99 個空

位，我們從㆗選出 9 個空位來放㆖「+」，每㆒種選法都對應

方程的㆒組解。例如，方程的每㆒組解可以表示為 

個個個 1021 xxx

ΟΟ++ΟΟ+ΟΟ 。 

故方程共有 99
9C 組解。 

解法㆓︰設 )10,,2,1(1 =+= iyx ii ，方程 1001021 =+++ xxx 的正整

數解就對應方程 901021 =+++ yyy 的非負整數解（這是我

們已解決了的問題），故共有 99
9

99
90

10
90 CCH == 組解。 

 

例㆔︰擲 4 個不同的骰子，問出現的點數和不大於 9 的情況有幾種？ 

解︰設 4 個骰子出現的點數為 uzyx ,,, ，則 4 個骰子點數和不大於 9 的

情形就對應不等式 9≤+++ uzyx 的正整數解，亦對應不等式 

5≤′+′+′+′ uzyx 的非負整數解。 

引入多㆒個非負整數 t，使不等式轉化為方程 

5=+′+′+′+′ tuzyx ，故共有 1269
4

9
5

5
5 === CCH 種。 
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例㆕：設有 n 本不同的書，要分給 r 個㆟，他們各得 rkkk ,,, 21 本

)( 21 nkkk r =+++ ，有多少種不同的分法？ 

解︰這是不盡相異元素的排列模型，故分法共有
!!!

!
21 rkkk
n

種。 

 

例五︰㆙㆚兩隊各出 7 名隊員按事先排好的順序出場參加圍棋擂台

賽。雙方先由 1 號隊員比賽，負者被淘汰，勝者再與負方 2 號

隊員比賽……直到有㆒方隊員全被淘汰為止，形成㆒種比賽過

程。試求所有可能出現的比賽過程的種數。 

 

解︰設想有 7 個「A」字和 7 個「B」字排成㆒行(用它們代表㆙方和

㆚方已排定了順序的隊員)，每㆒種排法對應㆒種比賽過程。例如

ABABABBABBBAAA 就代表㆙方的 1 號隊員㆒出瑒就輸了給㆚方

的 1 號隊員，然後㆙方的 2 號連勝兩瑒，如此類推。 

從而比賽過程㆒共有 14
7C 種。 


