聯立方程式


在中學二年級，我們曾經學習解二元一次方程組的方法。在這一章，我們將學習解一個涉及二元二次方程和二元一次方程的方程組的方法，並且看一看它的一些應用。

一、
代入法


在解二元一次方程組時，我們可使用代入法。在解一個涉及二元二次方程和二元一次方程的方程組時，我們也有一個相似的方法；我們將會以一些例題來說明這個方法。
例題1.1.

解以下的方程組：
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解答：
把 (1) 式代入 (2) 式，得到
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因此x  2或x  1，我們會把這些x的值代入 (1) 式來計算相對的y的值，因此得到y = 2當x = 2及y = 1當x = 1，而我們也可以等價地寫成 (x, y)  (2, 2) 或 (1, 1)。
例題1.2.
解以下的方程組：
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解答：

由 (1) 式，我們得到
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把 (3) 式代入 (2) 式，我們得到
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因此
[image: image6.wmf]5
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或x  3，把這些x的值代入 (3) 式，得到 (x, y) 
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或 (3, 3)。

例題1.3.
解以下的方程組：
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解答：
把 (1) 式代入 (2) 式，得到
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因此
[image: image10.wmf]7
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或x 5，把這些x的值代入 (1) 式，於是得到 (x, y) = 
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或 (-5, -3)。
練習題

1.
解以下的方程組：
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2.
解以下的方程組：
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二、
圖解法

我們亦可以通過圖來解那些方程組；同樣地，我們會以一些例題來說明，我們將以圖解法重做以上三條例題。
例題2.1.
解以下的方程組：
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解答：
圖一顯示了 (1) 式和 (2) 式的圖。
[image: image15.wmf]-4
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圖一： 
[image: image16.wmf]2

42

yxx

=++

和y = x的圖


注意圖一兩線所相交之處為題目之方程組的解。由圖一可看出，相交點為 (1, 1) 及 (2, 2)。
例題2.2.
解以下的方程組：
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解答：
圖二顯示了 (1) 式和 (2) 式的圖。
[image: image18.wmf]-4
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圖二： 
[image: image19.wmf]2
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由圖二可看出，兩線之相交點為 (3, 3) 及 (2.5, 10.75)。

例題2.3.
解以下的方程組。
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· 注意到 (2) 式可以寫成 
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因此所有滿足 (3) 式的點與 
[image: image22.wmf](
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 的距離均為
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，所以我們得知 (3) 式是一個以
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解答：
圖三顯示了 (1) 式和 (2) 式的圖。
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圖三：
[image: image27.wmf]22
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由圖三看出，線和圓的相交點為 (3.5, 5.5) 及 (-5, -3)。

三、
在現實問題中的應用

涉及二元二次方程和二元一次方程的方程組在現實生活中有很大的用處，我們現在會以一些例題來作說明。
例題3.1.
一個長方形的面積和周界分別為
[image: image29.wmf]2

216

cm
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解答：
設x cm和y cm分別為其長和闊，因此
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因為一個長方形的闊不可能為零，所以由(1)可以得到
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把 (3) 式代入 (2) 式，於是得到
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因此y  12或y  18，我們注意到第二個答案的y會給出x  12，可是由於長方形的長應不短於闊，因此這個答案無效。而當y = 12時，
[image: image33.wmf]216
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，所以長方形的長為18 cm，而闊為12 cm。

例題3.2.
在自由下墜的過程中，一件物件垂直下墜的距離（s，單位為米）與它下墜的時間（t，單位為秒）有著以下的關係
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在某一瞬間，3s  56  11t。求該物件在那一瞬間垂直下墜的距離。

解答：
我們希望求一瞬間垂直下墜的距離，可以等價地解以下方程組的s。
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把 (1) 式代入 (2) 式內，於是得到
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因此 
[image: image37.wmf]8
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代入 (1) 式，我們得到
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例題3.3.
有一個面積為
[image: image42.wmf]2
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的長方形花園，這個花園由一條闊2 m的長方形小徑包圍著。如果小徑的面積為
[image: image43.wmf]2
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解答：
設花園之尺寸為
[image: image44.wmf]xmym
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，因此xy = 616；另一方面，(x + 2)(y + 2) – 616 = 104，因此我們要解以下的方程組
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由(2)式，可以得到

[image: image46.wmf](
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把(1)式代入(3)式內，得到
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把(4)式代入(1)式內，得到
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因此x = 22 m或x = 28 m，當x = 22時，y = 28；而當x = 28時，y = 22。所以兩個x的值所給的花園尺寸一樣，因此花園的尺寸是
[image: image49.wmf]2228
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練習題

1. 有一個等腰三角形，它的周界是72 cm，而它的底角是60°。求它的底邊及面積(以方根號表示)。
2. 有一塊平面，面積為
[image: image50.wmf]2
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。現把該平面切割及屈曲成兩塊球面，而該兩球面的直徑之和為27 cm，求較小球之體積。
3. 在自由下墜的過程中，有一件物件由一個特定的高度放下，讓它自由下墜。在任何一瞬間，該物件所下降的距離(s，單位為米)及它瞬間的速度(v，單位為米每秒)有著以下的關係


[image: image51.wmf]2
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當該物件到達地面時，它所下降的距離比它當時的速度高125%，求該物件於一開始放下時的高度。
4. 設C為一個在直角座標平面內以原點為中心的單位圓，故C的方程式為
[image: image52.wmf]22

1

xy

+=

。設A為點(4, 0)，求在C上與A距離為4的點的座標。
5. 有一個兩位正整數，它的兩個位的和是14，而它的兩個位的平方的和比該數大32。求該數。
6. 有一個半徑為r cm及高為h cm的空心圓錐體，把它沿它的斜邊剪開，然後展開成一個扇形，把扇形的面積以、r及h表達出來。

再者，如果h的平方比r的14倍大49，而A是
[image: image53.wmf]2
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，求圓錐體的體積。(以及方根號表示
四、
練習題解答
代入法

1.
(x, y)  (0, 2) 或 
[image: image54.wmf](
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2.
(x, y)  (7, 6) 或 
[image: image55.wmf](
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在現實問題中的應用
1.
設x cm為三角形底邊一半的長度及y cm為斜邊的長度，所以三角形的周界為2x  2y  72。另一方面，
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答案為 (x, y)  (12, 24)，故三角形的高度為
[image: image58.wmf]22
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2.
設r, s為兩球面的半徑，因此2(r  s)  27。另一方面，由於兩球面的表面面積為
[image: image60.wmf]2
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經解方程組後，我們知道較少的球的半徑為6 cm，因此它的體積為
[image: image64.wmf]33
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3.
當該物件到達地面時，s  (1+125%)v = 2.25v，因此我們要解以下的方程組。
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答案為
[image: image66.wmf]2.2545101.25
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4.
設Q = (x, y) 為所需的點之座標，由於Q在C上，所以有
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另外，由於QA = 4，所以經過簡化後，有
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5.
設x為十位，而y為個位，所以該數為10x  y，因此我們有x  y  14和
[image: image74.wmf](
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。解了這個方程組後，得到x  6或x  12.5，但第二個答案無效，因x為滿足
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6.
A  空心圓錐體的曲面面積  
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[image: image78.wmf](

)

2

2

14497

rrr

++=+

），得到r = 12 cm或r = 19 cm（這個答案無效，因r  0），所以
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，因此我們得到圓錐體的體積為
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